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V této práci se zabývám fraktály. Prvńı kapitola představuje úvod do problematiky, kterou
se tato prácec zabývá. Druhá kapitola obsahuje základńı pojmy z oblasti fráktál̊u a fraktálńı
geometrie. Ve třet́ı kapitole je uvedena historie fraktál̊u a některé významné osobnosti z
fraktálńı vědy. Kapitola čtvrtá obsahuje klasifikaci fraktál̊u dle r̊uzných kritéríı. V této
části práce také uvád́ım př́ıklady fraktál̊u jednotlivých typ̊u. V páté kapitole jsou uvedeny
některé nejpouž́ıvaněǰśı programy zabývaj́ıćı se vykreslováńım fraktál̊u. Šestá kapitola je
věnována demonsrtačńı aplikaci, kterou jsem v rámci této bakalářské práce vytvořil.
Kĺıčová slova
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Abstract
The goal of this work is to give introduction and specification of fractals. The first chapter
presents the basics of fractal geometry. The second chapter maps the history of fractals and
points out the most important people of fractal science. The third chapter presents fractal
classification based on several criteria and gives basic examples. The fourth chapter is a
summary of widely used applications for fractal creation. The last chapter describes the
application that was made to demonstrate given algorithms and fractals mentioned in this
thesis.
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2 Teorie fraktál̊u 7
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4.2.3 Deterministický algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
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Fraktály jsou vizuálně a matematicky velice zaj́ımavé útvary. Tyto útvary můžeme naj́ıt
v mnoha jevech, dokonce i některé objekty z reálného světa maj́ı fraktálńı vzhled. Fraktálńı
strukturu můžeme vidět např́ıklad u stromů nebo hor. Jevy a objekty, které maj́ı fraktálńı
strukturu začali zkoumat matematici a tak se zrodila fraktálńı geometrie jako vědecký
obor. Od prvńıch objev̊u v tomto oboru se fraktálńı věda velmi rozvinula. V dnešńı době již
rozlǐsujeme několik typ̊u fraktál̊u, které se lǐśı zp̊usobem vytvářeńı. Fraktálńı útvary byly
nalezeny již v mnoha vědńıch discipĺınách a jejich použit́ı se značně rozš́ı̌rilo. Fraktálńı ob-
razce jsou zaj́ımavé hlavně pro svoji nekonečnou členitost a to, že mohou vznikat i z velmi
jednoduchých rovnic. Zaj́ımavé na fraktálech je také to, že dodnes neexistuje přesná mate-
matická definice, která by dostatečně přesně definovala všechny fraktály jako celek.
Tato práce se zabývá předevš́ım rozděleńım fraktál̊u do skupin, které se v pr̊uběhu
studia fraktálńı geometrie utvořily. Také uvád́ı některé zaj́ımavé př́ıklady fraktál̊u, které
tyto skupiny reprezentuj́ı. U každého konkrétńıho př́ıkladu bude vždy uveden zp̊usob jeho
vytvářeńı. K rozvoji fraktálńı geometrie jako samostatné vědńı discipĺıny velkou měrou
přispěly poč́ıtače, pomoćı nichž se mohou fraktály jednoduše poč́ıtat a také vykreslovat
v r̊uzných podobách, což předt́ım šlo jen velmi obt́ıžně. Dnes již existuje řada kvalitńı pro-
gramů, které se specializuj́ı na vytvářeńı fraktál̊u. Některé z těchto programů jsou popsány
i v této práci. Součást́ı mé bakalářské práce je také demonstračńı aplikace, pomoćı které se
daj́ı vykreslovat a upravovat některé fraktály. Proto, abychom mohli pracovat s fraktály, je
nutné znát alespoň základńı pojmy z problematiky. Výčet těchto základńıch pojmů jsem






Geometrie, která je vyučována na školách, se zabývá pravidelnými obrazci, jako je čtverec,
kružnice nebo př́ımka. Kolem nás v reálném světě však jsou nepravidelné útvary. Tyto
útvary většinou vyjadřujeme aproximaćı jejich tvaru, t́ım však docháźı ke zkresleńı a ztrátě
přesnosti. Pokud např́ıklad budeme cht́ıt změřit obvod nějakého ostrova můžeme toho
doćılit tak, že obejdeme celý ostrov s nějakým měřidlem, které má odpov́ıdaj́ıćı délku.
T́ımto však źıskáme pouze přibližný obvod ostrova a pokud bychom si vzali měřidlo s kratš́ı
délkou vyšel by nám obvod toho samého ostrova o trochu větš́ı, protože jsme zachytili v́ıce
detail̊u. Teoreticky pokud bychom zmenšovali délku měřidla do nekonečna, pak by nám
vyšel i obvod ostrova nekonečný. Fraktálńı geometrie se na rozd́ıl od klasické geometrie
zabývá nepravidelnost́ı objekt̊u.
2.2 Fraktál
Poprvé slovo fraktál použil Benoit B. Mandelbrot, který se snažil pro sv̊uj objev vymyslet
nějaké pojmenováńı a když listoval sešitem svého syna narazil na slovo fractus, z něhož
je odvozené slovo frangere, což znamená rozlámat na nepravidelné kousky. Fraktál je tedy
jakýkoliv geometrický nepravidelný útvar, který když rozděĺıme tak v ideálńım př́ıpadě
vznikne několik soběpodobných útvar̊u nezávislých na měř́ıtku. Fraktály maj́ı často ještě
jiné zaj́ımavé vlastnosti, jako např́ıklad nekonečně malý obsah nebo, již zmiňovaný, ne-
konečně velký obvod.Dosud nejvýstižněǰśı definici fraktál̊u uvedl právě pan Benoit B. Man-
delbrot, který ho definoval takto: Fraktál je množina, jej́ıž hodnota Hausdorffovy dimenze
přesahuje hodnotu dimenze topologické.
2.3 Topologická dimenze
Topologická dimenze je dimenze, kterou známe, a která určuje geometrický rozměr tělesa.
Můžeme také ř́ıci, že topologická dimenze určuje minimálńı počet parametr̊u, kterými lze
dané těleso popsat. Bod má topologickou dimenzi rovnu nule, př́ımka rovnu jedné, kružnice
rovnu dvěma a krychle rovnu třem. V topologické dimenzi, že rozměry mohou být zadávány
v r̊uzných jednotkách a na vlastnostech tělesa to nic nezměńı.
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2.4 Hausdorffova dimenze
Tuto dimenzi začali vědci studovat až se studiem fraktálu, protože do té doby jsme si
vystačili s dimenźı topologickou. Hausdorffovu dimenzi asi nejlépe vysvětĺıme na př́ıkladu.
Pokud např́ıklad měř́ıme délku př́ımky vyjde nám i při změně měřidla stejný výsledek.
Ovšem vezmeme-li si jako př́ıklad měřeńı obvod ostrova, pak se výsledky lǐśı podle délky
použitého měřidla. Obvod ostrova tedy zab́ırá v rovině v́ıce mı́sta než př́ımka, nezab́ırá však
celou plochu. Z toho vyplývá, že jeho dimenze je větš́ı než dimenze př́ımky, ale zároveň
menš́ı než dimenze plochy. Pokud ovšem dimenze př́ımky je rovna jedné a dimenze plochy
rovna dvěma, pak muśı být dimenze křivky znázorňuj́ıćı obvod ostrova neceloč́ıselná. Toto
neceloč́ıselné č́ıslo je Hausdorffova dimenze. Rozd́ıl mezi dimenźı Hausdorffovou a topolo-
gickou pak udává jak moc je určité těleso členité, nebo také jakou rychlost́ı roste délka,
nebo odpov́ıdaj́ıćı veličina v jiných rozměrech.
2.5 Soběpodobnost
Kromě dimenze se občas pro definici fraktál̊u použ́ıvá pojem soběpodobnost nebo také inva-
riance v̊uči změně měř́ıtka. To znamená, že pokud se pod́ıváme na určitý objekt v r̊uzných
zvětšeńıch, nebo-li v r̊uzných měř́ıtkách, bude objekt vypadat podobně. Tuto vlastnost maj́ı
skoro všechny fraktály kromě některých náhodných. V reálném světě můžeme soběpodobnost
pozorovat např́ıklad u mrak̊u, rostlin nebo hor. Soběpodobné množiny vznikaj́ı opakováńım
sebe samých při určité transformaci. Transformace v tomto př́ıpadě může být např́ıklad
změna velikosti nebo rotace. Tyto množiny jsou také invariantńı v̊uči změně měř́ıtka.
Muśıme si ovšem uvědomit, že soběpodobnost je podobnost objektu pouze při změně
měř́ıtka. V klasické geometrii totiž najdeme útvary, které jsou si podobné nebo jsou do-
konce úplně totožné po provedeńı určité transformace. Pokud vezmeme např́ıklad čtverec
a budeme ho zrcadlit podle středu dostaneme úplně stejný čtverec. To samé se dá udělat
i např́ıklad s kružnićı. Pokud spolu s touto soběpodobnost́ı neńı i soběpodobnost při změně
měř́ıtka nemůžeme mluvit o definici fraktálu, ale o normálńım geometrickém objektu.
2.6 Atraktor
Atraktor dynamického systému je množina bod̊u, do kterých systém směřuje. Nebo se
atraktor dá vyjádřit jako množina hodnot, kterých může nabýt stavový vektor po do-
statečně dlouhé době od inicializace systému. Atraktor se využ́ıvá např́ıklad u systémů ite-
rovaných funkćı, kde se většinou vykresluje právě jeho atraktor. Atraktory můžeme rozdělit
do několika kategorii:
• Atraktor z pevných bod̊u
• Atraktor z periodických nebo kvaziperiodických bod̊u
• Chaotický atraktor
• Podivný atraktor
Je-li atraktor složen z pevných bod̊u, pak se systém v nekonečném čase ustálil v nějakém
předem stanovitelném a spočitatelném stavu.
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Pokud je atraktor tvořen periodickými nebo kvaziperiodickými body pak se systém
v nekonečném čase ustáĺı tak, že osciluje mezi několika stavy. Tyto stavy mohou být bud’to
spočitatelné nebo nespočitatelné.
U chaotického atraktoru nelze s určitost́ı předpovědět, kde se daný systém ustáĺı, což
ovšem neznamená, že by neměl sv̊uj atraktor. Takovou vlastnost maj́ı systémy, které jsou
velmi citlivé na počátečńı podmı́nky, nebo-li systémy, které i při malé změně počátečńıch
podmı́nek vykazuj́ı velmi odlǐsné výsledky. Slovo ”chaotický“ v tomto př́ıpadě nepředstavuje
náhodnost, protože se stále jedná o deterministické systémy.
Podivný atraktor je z hlediska fraktálńı geometrie nejzaj́ımavěǰśı. Systém s t́ımto ty-
pem atraktoru může vzniknout, pokud je tento systém definován minimálně třemi navzájem
souvisej́ıćımi diferenciálńımi rovnicemi. Atraktor tohoto systému bude vykazovat vlastnosti
pravidelného, ale i chaotického atraktoru. Přesná matematická definice podivného atrak-
toru ještě neexistuje, protože definice, které existuj́ı nezahrnuj́ı všechny typy podivných
atraktor̊u. Nejpouž́ıvaněǰśı popis podivných atraktor̊u je takový, že maj́ı podobné vlast-
nosti jako fraktály. Také plat́ı, že všechny chaotické atraktory jsou zároveň i podivnými
atraktory opačně to však neplat́ı.
Jedńım z často prob́ıraných př́ıklad̊u dynamických systémů s podivným atraktorem je
systém složený ze tř́ı těles, kde známe počátečńı podmı́nky jako jejich polohu, hmotnost,
rychlost a směr pohybu. Úkolem je spoč́ıtat polohu těles v libovolném časovém okamžiku.
Tento úkol se ukázal jako nevyřešitelný, nebot’ koncem 19. stolet́ı dokázal francouzský
matematik Henri Poincaré, že analytické řešeńı neexistuje. Neńı tedy možné jakýmkoliv
zp̊usobem určit aspoň přibližné chováńı vzájemně se ovlivňuj́ıćıch tř́ı těles. Tento př́ıpad
můžeme sledovat např́ıklad v pásu asteroid̊u mezi Marsem a Jupiterem, kde ob́ıhá skupina
tř́ı velkých asteroid̊u.
2.6.1 Lorenz̊uv atraktor
Prvńı dynamický systém s podivným atraktorem, který byl podrobněji popsán je vidět na
obrázku 2.1. Tento atraktor je pojmenován po americkém matematikovi a meteorologovi
Edwardu Nortonovi Lorenzovi, který v roce 1963 při simulováńı vývoje počaśı na velmi
zjednodušeném modelu použil systém popsaný třemi diferenciálńımi rovnicemi. Na tomto
modelu se také numericky i analyticky ověřila velká citlivost na počátečńı podmı́nky, což
Lorenz pojmenoval jako motýĺı efekt. Pokud bychom vzali matematicky přesný model pak
nastane situace, že každá smyčka bude mı́t unikátńı dráhu, to znamená, že se nebude
překrývat s žádnou jinou smyčkou. Daľśı informace o tomto fraktálu lze nalézt na [6].
Obrázek 2.1: Lorenz̊uv atraktor
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2.7 Chaos
Pojmem chaos označujeme takovou vlastnost dynamického, ale i deterministického, systému,
kdy nemůžeme s určitost́ı spoč́ıtat budoućı stavy daného systému. Tento chaos nastává
můžeme pozorovat u systémů, které jsou velmi citlivé na počátečńı podmı́nky. Pokud u ta-
kovýchto systémů zvoĺıme dvoje počátečńı podmı́nky, které jsou nekonečně bĺızké budou
se nám výsledky vycházej́ıćı z těchto počátečńıch podmı́nek exponenciálně vzdalovat, což
nakonec vede k nepředpov́ıdatelnosti systému.
Velmi často se se jako př́ıklad chaotického systému použ́ıvá již zmiňovaný model počaśı,
kterým se zabýval Edward Norton Lorenz. Daľśım systémem s chaotickým chováńım je
např́ıklad systém, jehož součást́ı je kužel a na jeho vrcholu umı́stěná kulička. U tohoto
systému pokud jen nepatrně změńıme počátečńı polohu kuličky velice to ovlivńı směr pádu
kuličky a t́ım i chováńı celého systému. Pro tyto systémy také plat́ı, že jejich počátečńı stav
nelze přesně změřit, protože už samotné měřeńı ovlivňuje tyto počátečńı podmı́nky.
2.8 Uplatněńı fraktál̊u
2.8.1 V r̊uzných vědńıch discipĺınách
Princip opakováńı podobných tvar̊u ve zmenšené podobě je vidět prakticky u jakékoliv kom-
plexńı, složité struktury, která je vytvářena i pomoćı velmi jednoduchých pravidel. Zp̊usob,
jakým prob́ıhá větveńı stromů či cév a žil v tělech živočich̊u nebo hromaděńı baktéríı a řas
v koloníıch, se dá matematicky uspokojivě popsat pouze fraktálńı geometríı, pokusy o popis
pomoćı klasické geometrie byly bud’ neúměrně komplikované, a/nebo neodpov́ıdaly realitě.
Jedńım z vědńıch obor̊u, kde můžeme fraktály pozorovat je změna stavu některých ma-
teriál̊u. Pokud bychom studovali změnu stavu magnetického materiálu na materiál nemag-
netický, zjistili bychom, že materiál se skládá z elementárńıch magnet̊u, které v závislosti
na teplotě zda je materiál jako celek magnetický nebo ne. Při ńızkých teplotách je materiál
jako celek magnetický, ale pokud bychom ho zkoumali podrobněji pod mikroskopem, zjis-
tili bychom, že existuj́ı malé skupiny neuspořádaných elementárńıch magnet̊u. Pokud tento
materiál zahřejeme na vysoké teploty, pak je jako celek nemagnetický, ale opět se najdou
mı́sta, kde jsou elementárńı magnety uspořádány. Magnetismus je tedy závislý na měř́ıtku
pohledu v jakém se na materiál d́ıváme. Pokud bychom upravovali teplotu materiálu tak,
aby měnil svoji magnetickou vlastnost at’ už z magnetického stavu do nemagnetického nebo
naopak, nalezli bychom teplotu, při které se tato změna odehrává. Tato teplota se nazývá
Curierova teplota. Při této teplotě jednak nemůžeme dokázat zda je materiál magnetický
nebo ne a také při této teplotě vypadá materiál ve všech měř́ıtkách stejně a má fraktálńı
strukturu.
Fraktálńı strukturu můžeme pozorovat i při změně jiných stav̊u materiálu. Jedńım z ta-
kových př́ıpad̊u může být změna skupenstv́ı látky. Např́ıklad změna vody na páru nebo táńı
ledu. Pokud bychom hleděli na hmotu z makroskopického hlediska, pak existuj́ı tři základńı
stavy a to: pevné, kapalné a plynné. Pokud ovšem začneme hmotu zkoumat bĺıže, zjist́ıme,
že těchto stav̊u je daleko v́ıce a při přechodech mezi jednotlivými stavy můžeme pozorovat
fraktálńı strukturu.
Daľśım jevem, který má fraktálńı strukturu je Brown̊uv pohyb. Tento pohyb vzniká
chaotickým pohybem částic v hmotě a je zp̊usoben nenulovou teplotou hmoty. Brown̊uv
pohyb lze dobře sledovat např́ıklad tehdy, kdybychom vzali dvě r̊uzně zbarvené kapaliny
a smı́chali je dohromady. Také lze tento pohyb relativně věrohodně simulovat, pomoćı
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fraktálńı geometrie, na poč́ıtači.
Fraktálńı geometrie nacháźı své využit́ı také v biologii a medićıně. Např́ıklad při zkoumáńı
krve se měř́ı Hausdorffova dimenze jej́ıch částeček. Dokonce někteř́ı odborńıci věř́ı, že exis-
tuj́ı jistá spojitost mezi Hausdorffovou dimenźı povrchu mozku a inteligenćı toho určitého
jedince. Spojitost je v počtu a členitosti mozkových závit̊u, která má ovlivňovat určité
vlastnosti mozku, jako např́ıklad pamět’ nebo inteligenci.
2.8.2 V poč́ıtačové grafice
Fraktálńı geometrie však nacháźı své největš́ı uplatněńı v oboru poč́ıtačová grafika. Po-
moćı ńı lze totiž fraktály zkoumat velmi podrobně. Poč́ıtačová grafika pak naopak využ́ıvá
poznatky źıskané o fraktálech ve sv̊uj prospěch.
Jak se stále zvyšuje nárok na kvalitu obrazu prezentovaného pomoćı poč́ıtače je potřeba
se zabývat postupy při modelováńı objekt̊u z reálného světa. V podstatě existuj́ı tři možnosti
jak vytvořit model nějakého skutečného objektu v poč́ıtači:
1. Použit́ı nějakého modelovaćıho programu, např́ıklad typu CAD. Tento zp̊usob je
vhodný při modelováńı technických a geometrických útvar̊u. Pokud bychom ovšem
t́ımto zp̊usobem chtěli modelovat př́ırodńı útvary jako např́ıklad hory nebo stromy,
potřebovali bychom pro popis těchto objekt̊u velké množstv́ı dat, a ani po dlouhém
úsiĺı by nebyl výsledek uspokojuj́ıćı.
2. Př́ımé sńımáńı objektu, který chceme zobrazit v poč́ıtači. Tento zp̊usob je ovšem
velmi omezený co se týká rozměr̊u skenovaného objektu. Trojrozměrné skenery totiž
maj́ı omezenou rozlǐsovaćı schopnost, tud́ıž skenovaný objekt nemůže být př́ılǐs malý,
ale také nemůže být př́ılǐs velký, protože je fyzicky nemožné naskenovat třeba horu
nebo d̊um. Daľśım nedostatkem této metody je skenováńı velmi členitých objekt̊u.
Např́ıklad skenováńı nějakého chlupatého zv́ı̌rete. Po skenováńı vzniká velké množstv́ı
dat, jelikož skenovaný objekt je v poč́ıtači reprezentován trojúhelńıky, a aby bylo
zobrazeńı věrohodné muśı tyto trojúhelńıky být velice malé muśı jich být mnoho.
Daľśı nevýhodou je vysoká cena skenovaćıho zař́ızeńı.
3. Procedurálńı modelováńı. U tohoto zp̊usobu se objekt nereprezentuje tvarem, ale
zp̊usobem jeho generováńı. Výhoda této metody spoč́ıvá v množstv́ı dat, které jsou
potřeba zadat pro vytvořeńı objektu. Výsledný objekt se dá lehce změnit změnou
počátečńıch podmı́nek. Při použ́ıváńı této metody je nutné správně vybrat metodu
pro generováńı určitých typ̊u objekt̊u. Dále muśıme vědět co který parametr té určité
metody znamená a co ovlivňuje. Nevýhodou této metody je to, že neńı hned vidět
výsledný objekt, ale muśı se nechat vygenerovat a poté je možné jej upravovat změnou
počátečńıch podmı́nek. Takto se daj́ı vytvořit i r̊uzné animace, např́ıklad r̊ust stromu.
U této metody se využ́ıvaj́ı i znalosti fraktálńı geometrie. Fraktály se použ́ıvaj́ı při ge-
nerováńı reálných objekt̊u jako jsou rostliny, stromy, kameny, hory, mraky a podobně.
Pro tento účel se fraktály hod́ı nejlépe a také maj́ı ze všech metod nejlepš́ı výsledky.
Fraktály se také mohou velmi efektivně použ́ıt pro generováńı textur. Výhodou takto
vytvořených textur je jejich velmi malá náročnost na data potřebná pro vygenerováńı.
Daľśı výhodou tohoto zp̊usobu je možnost změny velikosti výsledné textury bez jakéhokoliv
zkresleńı, které můžeme pozorovat u běžných bitmapových textur.
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Fraktály lze také využ́ıt při animaci. Rozš́ı̌ŕıme-li generováńı fraktálu o jeden rozměr,
lze tento nadbytečný rozměr považovat za čas a t́ımto zp̊usobem fraktál animovat. Tato
metoda je použita při zobrazováńı ohně nebo pohybuj́ıćıch se mrak̊u. Lze ji také kombinovat
se systémem částic, což umožňuje animaci mnoha jev̊u, které nelze běžnými metodami
zobrazit.
Fraktálńı geometrie se s úspěchem použ́ıvá na rozpoznáváńı obrazu. V tomto oboru se
zat́ım asi nejv́ıce rozvinulo rozpoznáváńı ṕısma. Přesto však uspokojivé výsledky vykazuje
pouze rozpoznáváńı strojového ṕısma. Ani nejmoderněǰśı technologie totiž nejsou schopny
rozeznat rukou psané ṕısmo od r̊uzných lid́ı s r̊uzným typem rukopis̊u.
I při kompresi dat se dá použ́ıt fraktálńı geometrie. V tomto př́ıpadě se použ́ıvá systém
iterovaných funkćı, což je jeden z typ̊u fraktál̊u. Algoritmus, který se dnes použ́ıvá pro kom-
presi dat byl představen nejprve jako algoritmus pro generováńı textur. Až po pozděǰśım
zkoumáńı a rozboru se tato metoda ukázala jako vhodná pro kompresi dat. Metodu kom-
prese dat pomoćı fraktálńı geometrie využ́ıvá grafický formát FIF.
V neposledńı řadě jsou fraktály velice zaj́ımavé svými tvary, a proto si někteř́ı mate-
matici, kteř́ı zkoumali fraktály, vytvářeli fraktály jen pro jejich estetičnost. V dnešńı době
existuje již velké množstv́ı programů, které generuj́ı fraktály r̊uzných tvar̊u a jejich jediný




Kolem roku 1960 se někteř́ı vědci zabývali počaśım a jeho předpověd́ı. Jedńım z těch, kteř́ı
se touto problematikou zabývali byl i Edward Lorenz. Fraktálńı geometrie je rozv́ıjena od
60. let 20. stolet́ı. Dnes je to samostatná a již poměrně rozsáhlá vědńı discipĺına. K rozvoji
tohoto oboru velmi výraznou měrou přispěl rozvoj osobńıch poč́ıtač̊u. Za zakladatele této
discipĺıny je považován objevitel fraktál̊u Benoit B. Mandelbrot. Tento polský vědec uvedl
definici fraktál̊u, která se použ́ıvá v podstatě dodnes, i přes to, že jeho definice neńı naprosto
přesná. O definováńı fraktál̊u se pokoušeli i někteř́ı vědci a matematici, ale jejich popis
a definice fraktál̊u nebyla ani dost přesná ani tak všeobecná jako právě Mandelbrotova
definice. Daľśı velice výraznou postavou dějin fraktál̊u je Edward Norton Lorenz. Historie
fraktál̊u je popsána i na [4].
3.1 Edward Norton Lorenz
Tento americký matematik a meteorolog byl jedńım z mála vědc̊u, kteř́ı měli ke své práci
a výzkumům k dispozici poč́ıtač. Snažil se vytvořit rovnice, které by popisovali chovańı
počaśı na naš́ı planetě. Na tehdeǰśıch poč́ıtač́ıch však byly výpočty i velmi jednoduchých
rovnic poměrně zdlouhavé, a proto si Lorenz jednou výpočet zkrátil výpočtem pouze po-
loviny grafu. Počátečńı hodnoty zvolil dle předchoźıho výpočtu. Ovšem když Lorenz srov-
nal právě vykreslený graf s již dř́ıve vypoč́ıtaným grafem zjistil, že se tyto dva grafy po
nějaké době rozcházej́ı. Nejprve si myslel, že tato chyba je zp̊usobena chybou poč́ıtače,
ale při zopakováńı celého procesu dostal úplně stejný výsledek. Nakonec zjistil, že tento
úkaz je zp̊usoben t́ım, že poč́ıtač pracuje s osmi desetinnými mı́sty, ale on jich zadal pouze
šest. Právě po této zkušenosti si uvědomil, že tento systém je velmi citlivý na počátečńı
podmı́nky, a že je velmi obt́ıžné předpov́ıdat chováńı tohoto systému na deľśı dobu dopředu.
Tato vlastnost se projevuje u většiny chaotických systémů.
Daľśı problém, kterým se Lorenz zabýval se týká chováńı vodńıho kola. Na tomto kole
jsou připevněny nádoby, do kterých postupně přitéká a odtéká voda. Tento systém lze
vidět na obrázku 3.1. Voda přitéká zeshora vždy do vrchńı nádoby, ta vlivem gravitačńı śıly
roztoč́ı kolo. Lorenz vyjádřil chováńı tohoto systému soustavou rovnic, zadal je do poč́ıtače
a nechal si vykreslit výsledný graf. Očekával, že vodńı kolo se bude otáčet bud’ jedńım
směrem, nebo se budou směry otáčeńı rovnoměrně stř́ıdat, jenže tento systém neudělal ani
jedno. Při zvolených počátečńıch podmı́nkách se systém dostal do nestability a nebylo jasné
jak se tento systém bude chvat v př́ı̌st́ıch několika okamžićıch.
Lorenz a jeho poznatky ovšem v jeho době nebyly pochopeny a jeho práce zapomenuta
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Obrázek 3.1: Vodńı kolo, kterým se Lorenz zabýval
až do roku 1972, kdy jeden z Lorenzových článk̊u objevil jistý matematik a ten jej věnoval
Jamesi Yorkemu. Článek na něj velice zap̊usobil a uvědomil si, že nelze na všechny věci
nahĺıžet jako na lineárńı. Začal článek rozdávat svým koleg̊um. Jednu kopii také p̊ujčil
Stevu Smaleovi. Na tuto kopii napsal své jméno a adresu, aby se mu vrátila. Smale shledal
článek velmi zaj́ımavým a jako York rozdával jeho kopie. Ovšem na těchto kopíıch bylo
jméno a adresa Jamese Yorkeho, a proto si někteř́ı lidé mysleli, že článek pocháźı právě
od něj. Yorke ale neńı znám pouze touto př́ıhodou, je to velmi významný vědec, který se
zabýval chaosem a dynamickými systémy.
3.2 Benoit B. Mandelbrot
Narodil se 20. 1. 1924 ve Varšavě. I když se narodil v Polsku, žil již od svých dvanácti let ve
Francii, kde studoval pod vedeńım Gastona Julii a také Paula Lévyho. Mandelbrot mimojiné
publikoval Juliovu práci a t́ım ho velice zviditelnil. Podle Julia byly později také pojme-
novány Juliovy množiny. Mandelbrot se zabýval matematikou, vyučoval fyziku a filozofii.
Během své vědecké činnosti dosáhl nejvyšš́ıho akademického oceněńı na Yalské univerzitě.
Jedno z Mandelbrotových zaměstnáńı bylo u firmy IBM, kde p̊usobil ve výzkumném
a vývojovém odděleńı, ovšem ne jako programátor. Zde studoval mimojiné rozložeńı chyb,
které vznikaly na přenosové lince. Taková chyba je pokud se na začátku a na konci jedno-
bitové přenosové linky objevily bity s převrácenou hodnotou. Taková chyba měla na prvńı
pohled náhodné rozložeńı, ale po d̊ukladném prozkoumáńı se zjistilo, že chyba má určitou
pravidelnost. Chyby se vyskytovali ve shlućıch a při změně časového měř́ıtka se objevovali
podobné vzory.
Podobné jevy, nezávislost na časovém měř́ıtku a pravidelnost, objevil Mandelbrot i při
studiu jiných obor̊u. Např́ıklad při studiu vývoje cen na burze zjistil podobné znaky, což
překvapilo jistě spoustu lid́ı. Když nalezl podobné znaky u takových, spolu nesouvisej́ıćıch
obor̊u, jen ho to podpořilo v daľśım výzkumu. Při těchto výzkumech popsal Mandelbrot
některé dnes již známé fraktály, tak však byly nazvány až později právě podle něj. Fraktály
nacházel v živé i neživé př́ırodě. Podobné vlastnosti totiž nalezl také např́ıklad u rozložeńı
hmoty ve vesmı́ru.
V tomto obdob́ı také vydává své knihy Fraktály a Fraktálńı geometrie př́ırody. V těchto
knihách použ́ıvá výklad, ve kterém bez mnoha podrobnost́ı porovnává zdánlivě nesouvisej́ıćı
jevy. Také si při výkladu mı́sto složitých vzorc̊u pomáhal analogíı s jinými podobnými
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jevy nebo také geometríı. Často ve svých knihách dával jen tvrzeńı a d̊ukazy a rozbory
nechával na jiných lidech. Takto se mohl věnovat novým zaj́ımavým věcem, zat́ımco ostatńı
se zabývali jeho tvrzeńımi. T́ımto zp̊usobem výkladu se do značné mı́ry lǐsil od zaběhnutého
stylu výkladu definićı, tvrzeńım, větou a d̊ukazem.
Benoit Mandelbrot je v dnešńı době znám hlavně proto, že je po něm pojmenován
jeden z nejslavněǰśıch fraktál̊u. Mandelbrotova množina je dynamický systém, který lež́ı
v komplexńı rovině. Tento fraktál byl poprvé prezentován v roce 1979 a po Mandelbrotovi
ho pojmenoval na začátku 80. let 20.stolet́ı Johnem Hubbardem. Mandelbrot nebyl prvńı,
kdo tento fraktál vytvořil, jako prvńı ho však publikoval. Vı́ce informaćı o Mandelbrotovi





Dynamické systémy jsou typem fraktál̊u, které maj́ı v praxi neǰsirš́ı uplatněńı. Dynamické
systémy tvoř́ı model, který je závislý na nezávislé veličině. Touto veličinou je většinou
čas a od toho je také odvozen název dynamické systémy. Dynamický systém je určen
počátečńımi podmı́nkami, podle kterých dynamický systém vypadá. Existuj́ı i dynamické
systémy, které se ani v nekonečném čase neustáĺı ani nediverguje. Dynamický systém s ta-
kovými vlastnostmi mı́vá fraktálńı strukturu a je označován pojmem deterministický chaos.
Dynamický systém je determinován počátečńımi podmı́nkami a tyto podmı́nky popi-
suj́ı změnu systému v čase. Systém má stavový vektor, který určuje stav tohoto systému
v určitém okamžiku. Počátečńı podmı́nky jsou většinou zadány ve formě diferenciálńıch
rovnic, které popisuj́ı změnu stavu systému v čase. Abychom mohli zjistit budoućı stav
systému muśıme spoč́ıtat diferenciálńı rovnice z počátečńıch podmı́nek a nahradit stavový
vektor nově spoč́ıtaným vektorem.
Jako př́ıklad dynamického systému s fraktálńı strukturou bych zde uvedl výpočet po-
pulačńıho r̊ustu. Tento systém je zaj́ımavý t́ım, že chováńı systému lze určit jediným pa-
rametrem. Podle hodnoty tohoto parametru totiž může být systém bud’to ustálený, osci-
luj́ıćı nebo chaotický. Při zkoumáńı populačńıho r̊ustu byly objeveny konstanty, které plat́ı
obecně, nejen pro tento konkrétńı př́ıklad. I v komplexńı rovině existuj́ı dynamické systémy
s fraktálńı strukturou, nejznáměǰśımi typy z této kategorie jsou Mandelbrotova a Juliova
množina.
To, jaké má určitý systém chováńı, tedy zda je ustálený nebo ne, je velmi d̊uležité
při výpočtech nad t́ımto systémem. Pokud bychom totiž chtěli zjistit stav fraktálně dyna-
mického systému v časovém okamžiku dále v budoucnosti museli bychom simulovat celý
vývoj od začátku. Je to tak proto, že tento typ systémů je velice citlivý na počátečńı
podmı́nky, což znamená, že i sebemenš́ı nepřesnost může vést k úplně jinému výsledku.
V poč́ıtačové grafice se mohou dynamické systémy i vhodně obarvit podle nějaké vlast-
nosti systému. U dynamických systému v komplexńı rovině můžeme vzniklý fraktál obarvit
podle počtu iteraćı, které bylo potřeba spoč́ıtat, abychom rozhodli zda určitý bod lež́ı uv-
nitř nebo vně fraktálu. Výsledný vykreslený fraktál můžeme použ́ıt např́ıklad jako texturu,
kterou můžeme nanášet na prostorové objekty. Takto vytvořené textury zab́ıraj́ı velmi málo
mı́sta, je to proto, že se textury vygeneruj́ı podle počátečńıch podmı́nek. Výhodou je také
to, že texturu můžeme libovolně zmenšovat nebo zvětšovat a výsledek nebude nijak zkres-
len. Nevýhodou je ovšem velká náročnost na výpočet, pokud chceme vygenerovat texturu
s velkým rozlǐseńım, může to relativně zdržovat.
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4.1.1 Jednodimenzionálńı dynamické systémy
Př́ıkladem jednodimenzionálńıho dynamického systému je populačńı r̊ust v uzavřeném pro-
storu. Při zkoumáńı zjednodušeného modelu tohoto systému vyšlo najevo, že r̊ust populace
v jednom časovém rozmeźı záviśı na pouze jednom předcházej́ıćım stavu tohoto systému.
Systém si tedy nepamatuje všechny své předchoźı stavy. Růst populace v tomto systému
začne klesat když celkový počet jedinc̊u v prostoru systému dosáhne určité hodnoty. Po-
kud má naopak populace méně jedinc̊u docháźı k r̊ustu této populace. Název tohoto dyna-
mického systému je Verhulst̊uv proces. Výpočet daľśıho stavu systému se provád́ı výpočtem
jednoduché rovnice, ve které se poč́ıtá s velikost́ı r̊ustu a jedńım předchoźım stavem systému.
Rovnice pro výpočet následuj́ıćıho stavu systému vypadá takto:
xn+1 = G ∗ xn ∗ (1− xn)
V tomto vzorci xn znamená počet jedinc̊u v n-tém stavu systému a G znač́ı velikost r̊ustu
populace. Počet jedinc̊u xn může nabývat hodnot od 0, což znač́ı vymřeńı populace, do 1,
to znamená úplnou saturaci.
Zaj́ımavé je sledovat vývoj systému pro r̊uzné hodnoty r̊ustu populace G:
• G < 2.0 Pokud je hodnota r̊ustu populace menš́ı než 200%, pak se systém, tedy počet
jedinc̊u, po určité době ustáĺı na jedné hodnotě. Tato hodnota je atraktorem systému.
• G = 2.0 Když zvoĺıme hodnotu r̊ustu rovnu 200% pak se systém neustáĺı, ale osciluje
mezi dvěmi hodnotami. Tyto dvě hodnoty se stř́ıdaj́ı a jsou periodickým atraktorem
takto nastaveného systému.
• G = 2.45 Při hodnotě r̊ustu na 245% docháźı k oscilaci systému mezi čtyřmi hodno-
tami, které opět tvoř́ı atraktor systému.
• Pro některé hodnoty populačńıho r̊ustu větš́ı než 245%, např́ıklad 300%, 345%, 354%
a daľśı, se systém dostává do oscilace mezi osmi, šestnácti, dvaatřiceti a tak dále
stavy. Zkoumáńım této posloupnosti byla objevena konstanta, která se nazývá Fe-
igenbaumova konstanta. Tuto vlastnost bychom mohli naj́ıt u mnoha dynamických
systémů, nejen jednorozměrných, a nazývá se zdvojováńı period.
• G > 2.57 Pokud hodnota r̊ustu populace přesáhne 257% systém se stává chaotickým,
což znamená, že nelze úspěšně předpovědět budoućı stav systému.
Př́ıklad, který je zde uveden lze vyjádřit graficky např́ıklad pomoćı logistické mapy.
Je to plošný graf, na kterém je př́ımo zobrazena funkce f(x). Podle zvolených počátečńıch
podmı́nek jakými jsou počátečńı hodnota počtu jedinc̊u a hlavně velikost populačńıho r̊ustu
může nastat několik možnost́ı. Graf se bude ustalovat, až z̊ustane na jedné hodnotě, nebo
může oscilovat mezi několika stavy a nebo se systém bude chovat chaoticky. Všechny tyto
možnosti jsou vidět na obrázku 4.1.
Daľśım zp̊usobem jak vyjádřit jednodimenzionálńı dynamický systém je bifurkačńı dia-
gram. Zobrazeńı jaké nám poskytuje logistická mapa př́ılǐs neobjasňuje jak se systém chová
při r̊uzných počátečńıch podmı́nkách. Pro tento účel je vhodný právě bifurkačńı diagram, na
kterém se na horizontálńı osu nanáš́ı hodnoty některého vstupńıho parametru, u př́ıkladu,
který je zde uveden se na tuto osu nanáš́ı hodnota populačńıho r̊ustu G, a na vertikálńı osu
se nanáš́ı stavy dynamického systému. Pokud bychom vzali př́ıklad, který je uveden výše,
pak tyto stavy jsou hodnoty xn, kterých systém nabývá po určitém počtu krok̊u. Tyto hod-
noty jsou vykreslovány jako body, graf tedy neńı spojitý, ale je tvořen izolovanými body.
Př́ıklad bifurkačńıho diagramu je vidět na obrázćıch 4.2 a 4.3.
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Obrázek 4.1: Logistická mapa pro systémy s r̊uzným chováńım
Obrázek 4.2: Bifurkačńı diagram pro kladné hodnoty populačńıho r̊ustu G
4.1.2 Dvoudimenzionálńı dynamické systémy
Vı́cedimenzionálńı systémy jsou z hlediska poč́ıtačové grafiky zaj́ımavěǰśı než jednodimen-
zionálńı systémy. Pro vizualizaci v́ıcedimenzionálńıch systémů je vhodné zobrazovat jejich
orbit. Tento zp̊usob je vlastně zobrazováńı stavových vektor̊u systémů, které chceme vykres-
lit. Pro některé v́ıcedimenzionálńı systémy je je vhodné vykreslovat jejich mapu s t́ım, že
vykresĺı např́ıklad počet iteraćı potřebných pro splněńı určité podmı́nky. Vykresleńı orbitu
bychom mohli pomoćı obecného jazyka definovat takto:
Zadánı́ počátečnı́ch hodnot x0, y0
Zadánı́ počtu iteracı́
Zadánı́ hodnot všech parametrů p0 ... pn
for (n = 0 to počet_iteracı́)
xn1 = rovnice1(xn, yn, zn, p0 ... pn)




Obrázek 4.3: Bifurkačńı diagram pro záporné hodnoty populačńıho r̊ustu G
Hénon̊uv atraktor
Tento dvoudimenzionálńı dynamický systém, který je vidět na obrázku 4.4 patř́ı k nejjed-
nodušš́ım systémům s podivným atraktorem. Rovnice, pomoćı kterých se poč́ıtá následuj́ıćı
stav tohoto systému objevil Michel Hénon, když se zabýval studiem pohybu astronomických
těles. Hausdorffova dimenze tohoto systému je rovna přibližně 1,261. Rovnice pro výpočet
tohoto systému vypadaj́ı následovně:
xn+1 = 1 + yn − ax2n
yn+1 = bxn
Obrázek 4.4: Hénon̊uv atraktor
Martin
Tento dynamický systém se poprvé objevil v časopise Computer Recreation, kde ho zveřejnil
Alexander Keewatin Dewdney. Pro výpočet tohoto systému se použ́ıvaj́ı dvě velmi jedno-
duché rovnice. Při zobrazeńı tohoto systému vznikne zaj́ımavý obrazec, který je vidět na
obrázku 4.5. Rovnice pro výpočet tohoto systému maj́ı následuj́ıćı tvar:
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xn+1 = yn − sinxn
yn+1 = a− xn
Obrázek 4.5: Dynamický systém Martin
Gingerbreadman
Název tohoto dvoudimenzionálńıho dynamického systému s podivným atraktorem vznikl
v programu Fractint. Vztahy pro výpočet tohoto systému jsou opět velmi jednoduché. Jediné
co můžeme u tohoto systému změnit jsou počátečńı parametry x0 a y0. Vztahy pro výpočet
tohoto systému, který je možné vidět na obrázku 4.6, jsou zde:
xn+1 = 1− yn + |xn|
yn+1 = xn
Obrázek 4.6: Dynamický systém Gingerbreadman
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Hopalong
Daľśım typem dynamické systému, který je vidět na obrázku 4.7 je systém nazvaný Hopa-
long. Tento systém byl poprvé uveden A. K. Dewdneym v časopise Computer Recreations.
Hopalong vytvář́ı velice pěkné obrazce. Zaj́ımavé na tomto systému je to, že při výpočtu
použ́ıvá podle hodnoty proměnné xn r̊uzného výpočtu. Ovlivnit tvar systému je možné
změnou počátečńıch podmı́nek x0 a y0 a také změnou parametr̊u a, b, c. Celý výpočet se
provád́ı podle následuj́ıćıho návodu:
Pokud plat́ı xn > 0 pak
xn+1 = yn −
√
|b ∗ xn − c|
yn+1 = a− xn
Pokud plat́ı xn ≤ 0 pak
xn+1 = yn +
√
|b ∗ xn − c|
yn+1 = a− xn
Obrázek 4.7: Dynamický systém Hopalong
Chip
Tento dynamický systém s podivným atraktorem použil poprvé Michael Peters ve svém
programu HOP. Stejně jako v předchoźım př́ıkladě je výpočet tohoto systému závisĺı na
znaménku parametru xn. Výpočet fraktálńıho obrazce z obrázku 4.8 vypadá následovně:
Pokud plat́ı xn > 0 pak
xn+1 = yn − cos
√
log |b ∗ xn − c| ∗ arctan
√
log |c ∗ xn − b|
yn+1 = a− xn
Pokud plat́ı xn ≤ 0 pak
xn+1 = yn + cos
√
log |b ∗ xn − c| ∗ arctan
√
log |c ∗ xn − b|
yn+1 = a− xn
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Obrázek 4.8: Dynamický systém Chip
Kamtorus
Tento systém nazvaný Kamtorus, který je vidět na obrázku 4.9, je zaj́ımavý v tom, že se ne-
vykresluje pouze jeden orbit, ale hned několik na sobě nezávislých orbit̊u. Výpočet každého
orbitu prob́ıhá podle stejných vzorc̊u i parametr̊u, měńı se pouze počátečńı podmı́nky pro
každý orbit. Vztahy pro výpočet tohoto systém jsou zde:
xn+1 = xn cosα+ (xnxn − yn) sinα




Hodnota k je konstantou, která plat́ı pro jeden orbit.
Obrázek 4.9: Dynamický systém Kamtorus
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Pickover
Tento dynamický systém byl pojmenován po svém autorovi Cliffordu Pickoverovi, což fyzik
a matematik, který vydal kromě jiného také knihy, ve kterých se zabývá fraktálńı geometríı.
Systém, který nese jeho jméno se poč́ıtá pomoćı třech rovnic. V těchto rovnićıch jsou a, b, c
a d parametry. U tohoto systému se ignoruje z-ová souřadnice, která se použ́ıvá pouze pro
výpočet. Rovnice pro výpočet systému,který je vidět na obrázku 4.10, vypadaj́ı následovně:
xn+1 = sin ayn − zn cos bxn
yn+1 = zn sin cxn − cos dyn
zn+1 = sinxn
Obrázek 4.10: Dynamický systém Pickover
Latoocarfian
Tento dynamický systém s podivným atraktorem je vlastně pouze zobecněńım předchoźıho
dynamického systému Pickover. Zobecněńı spoč́ıvá v použit́ı obecných funkćı, které ovšem
muśı mı́t definičńı obor v reálných č́ıslech. Tyto funkce jsou v rovnićıch označeny f1 až f4.
Rovnice pro výpočet tohoto systému na obrázku 4.11:
xn+1 = f1(byn) + cf2(bxn)
yn+1 = f3(axn) + df4(ayn)
4.1.3 Dynamické systémy v komplexńı rovině
U dynamických systému je d̊uležité studium jejich chováńı v čase, to znamená jak měńı
sv̊uj stav. Pokud bychom chtěli vidět všechny stavy, ve kterých se systém nacháźı po
určitý časový úsek, máme na výběr ze dvou možnost́ı. Bud’ animaćı postupně všech stav̊u,
nebo můžeme najednou zobrazit celý stavový prostor. Jak jsem již uvedl stav dř́ıve, stav
systému je definován stavovým vektorem. Pokud stavový vektor obsahuje jednu, dvě nebo
tři složky můžeme je použ́ıt pro definici pozice bodu při vykreslováńı stavu systému.
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Obrázek 4.11: Dynamický systém Latoocarfian
Když stavový vektor obsahuje v́ıce složek pak můžeme zbývaj́ıćı složky použ́ıt pro defi-
nici barvy nebo intenzity bodu definovaného prvńımi složkami vektoru. Tento zp̊usob byl
použit u předchoźıch př́ıklad̊u. Mı́sto orbit̊u dynamického systému můžeme vykreslit mapu
dynamického systému. Mapa je chápána jako rastrový obrázek, kde barva každého pixelu je
definována stavem dynamického systému v bodě. Souřadnice tohoto bodu jsou mapovány
do pixel̊u. V tomto rastrovém obrázku pak tedy můžeme každému pixelu přǐradit pouze
a jen jednu komplexńı hodnotu. Zp̊usob, který se nejv́ıce použ́ıvá při zobrazováńı dyna-
mických systémů v komplexńı rovině je zobrazeńı podle počtu iteraćı, který je potřeba, než
se rozhodne zda plat́ı podmı́nka určitého systému.
Juliovy množiny
Juliovy množiny nesou jméno francouzského matematika Gastona Julii, který se od roku
1917 zabýval analýzou chováńı komplexńı paraboly. Touto problematikou se začal později
zabývat i Pierre Fatou. Na společnou práci těchto dvou muž̊u se prakticky zapomnělo
až do 80. let 20. stolet́ı, kdy se stejnou problematikou začal zabývat jejich žák Benoit
B. Mandelbrot. Po Gastonu Juliovi maj́ı jméno Juliovy množiny a Fatoůuv prach, což je
speciálńı ty Juliových množin, dostal jméno po Pierrovi Fatouovi. Někteř́ı vědci tomuto
speciálńımu typu Juliových množin ř́ıkaj́ı také Cantor̊uv prach.
Výpočet Juliových množin vycháźı právě z funkce komplexńı paraboly a je založen na
jej́ı postupné iteraci:
zn+1 = z2n + c
V této rovnici zn a c lež́ı v komplexńı rovině. Počátečńı podmı́nka je z0. Hodnota c je stejná
pro celý výpočet a velikost této hodnoty neńı větš́ı než 2, protože jinak by došlo k diver-
genci. Juliovy množiny můžeme definovat jako množinu všech z0, pro které posloupnost zn
nediverguje.
Existuje nekonečné množstv́ı Juliových množin, které jsou odlǐseny pomoćı hodnoty c,
která se použ́ıvá při výpočtu. Juliovy množiny můžeme rozdělit do tř́ı kategorii, jak je vidět
na obrázku 4.12:
1. Výsledný obraz Juliovy množiny tvoř́ı spojitý útvar, to znamená že jakékoliv dva
body v této verzi Juliovy množiny můžeme spojit křivkou, která lež́ı celá uvnitř
Juliovy množiny. Obraz tvoř́ı jeden útvar, takže neexistuj́ı žádné oddělené části.
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2. Body, které lež́ı uvnitř Juliovy množiny jsou spojité, ale celkově nemaj́ı žádnou plochu.
Výsledný obraz vypadá jako křivka. Obraz tvoř́ı opět jen jeden útvar.
3. Body tvoř́ıćı Juliovu množinu jsou zcela izolovány od všech ostatńıch bod̊u. Žádný
bod nemá vedle sebe jiný bod, který by tvořil Juliovu množinu. Této katergorii se
ř́ıká Fatoůuv nebo také Cantor̊uv prach.
Obrázek 4.12: Typy Juliových množin
Mandelbrotova množina
Mandelbrotova množina, kterou můžeme vidět na obrázku 4.13, má jako základ opět re-
lativně jednoduchou rovnici. Výzkumem této rovnice se podrobně zabývali Gaston Julia
a Pierre Fatou. Ovšem na jejich práci navázal až na přelomu 70. a 80. letech 20. stolet́ı
vědec jménem Benoit B. Mandelbrot. Ten použ́ıval ke své práci, tehdy ještě nerozš́ı̌rený,
poč́ıtač. Byl to právě Mandelbrot, který jako prvńı vytvořil a zveřejnil obrazy Mandelbro-
tovy množiny. I když prvenstv́ı Mandelbrota neńı tak úplně pravdivé, protože zhruba rok
předt́ım než Mandelbrot zveřejnil sv̊uj objev se touto problematikou zabývali pánové Bro-
oks a Matelski, kteř́ı svoje studium zveřejnili až o tři roky později. Ovšem Mandelbrot byl
ve svém zkoumáńı přesněǰśı a šel v́ıce do hloubky. Proto také v roce 1982 John Hubbard
pojmenoval tento fraktál po Mandelbrotovi.
Při vykreslováńı Mandelbrotovy množiny na tehdeǰśı výpočetńı technice vznikl sa-
mozřejmě obrázek s malým rozlǐseńım, který byl pouze černob́ılý. Ovšem i tak vzbudil velký
zájem jak u odborńık̊u tak u laik̊u. Černob́ılé obrázky rozlǐsovaly pouze zda posloupnost
v daném bodě konverguje nebo diverguje, tedy zda bod patř́ı do množiny nebo ne. Později
s rozvojem techniky se začali do obrázk̊u přidávat barvy, asi nejpouž́ıvaněǰśım zp̊usobem
obarveńı je podle počtu iteraćı než se rozhodne zda posloupnost konverguje nebo diverguje.
To zda určitý bod do Mandelbrotovy množiny patř́ı nebo ne zjist́ıme tak, že porovnáme
hodnotu zn s hodnotou 2. Pokud plat́ı, že zn > 2 pak posloupnost diverguje bod pro který
jsme posloupnost poč́ıtali do Mandelbrotovy množiny nepatř́ı. Pokud zn < 2 pak provád́ıme
výpočet dál. Před výpočtem si stanov́ıme maximálńı počet iteraćı, které chceme provádět
a pokud provedeme výpočet tolikrát na kolik máme nastavenou hodnotu maximálńıho počtu
iteraćı, pak prohláśıme, že bod do množiny patř́ı. To znamená, že můžeme s určitost́ı pouze
označit ty body, které do množiny nepatř́ı a o těch bodech, u kterých na zadaném počtu
iteraćı tuto skutečnost nezjist́ıme prohláśıme že do množiny patř́ı. To je ovšem nepřesné,
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protože kdybychom provedli o jednu iteraci v́ıce pak zjist́ıme několik daľśıch bod̊u, které do
Mandelbrotovy množiny nepatř́ı. Proto, č́ım v́ıce iteraćı, t́ım přesněǰśı je výsledný obraz.
Obrázek 4.13: Mandelbrotova množina
Mandelbrotova množina existuje pouze jedna a to proto, že pro každý poč́ıtaný bod
je hodnota z0 nastavena na nulu a měńı se pouze hodnota parametru c, která se nastav́ı
podle souřadnic právě poč́ıtaného bodu. Oproti tomu Juliovy množiny maj́ı nekonečně
mnoho možnost́ı. Při výpočtu Juliových množin se libovolně měńı hodnota parametru c
a každé hodnotě tohoto parametru odpov́ıdá právě jedna Juliova množina. Při svém studiu
Gaston Julia zjistil, že proto, aby mohl určit zda je nějaká Juliova množina spojitá je možné
provést iterace komplexńı nuly, což je takzvaný orbit nuly. Pokud se však pod́ıváme na
Mandelbrotovu množinu, zjist́ıme, že to neńı nic jiného než množina bod̊u, pro které orbit
nuly nediverguje. Z toho vyplývá, že Mandelbrotova množina je skutečnosti mapou všech
Juliových množin. Takže pokud vezmeme souřadnice jakéhokoliv bodu, který lež́ı uvnitř
Mandelbrotovy množiny a dosad́ıme je mı́sto parametru c do výpočtu Juliovy množiny pak
vznikne spojitá Juliova množina.
Newton
U tohoto typu fraktál̊u se pro výpočet použ́ıvá, jak již název napov́ıdá, Newtonova iteračńı
metoda. Pokud vezmeme rovnici z3 − 1 = 0, můžeme spoč́ıtat všechny jej́ı kořeny. Tyto
kořeny se nacháźı v komplexńı rovině. Pokud bychom do rastrového obrázku položeného
do komplexńı roviny vykreslovali body z0 a barevně odlǐsili ke kterému kořenu se řešeńı
dostalo, źıskáme t́ım mapu atraktor̊u. Řešeńı, které bychom si mohli myslet, že vznikne by
mohlo vypadat asi tak, že komplexńı rovina se rozděĺı do tř́ı stejně velkých část́ı, které budou
rozděleny nějakými pravidelnými hranicemi a že tyto tři části se budou setkávat v komplexńı
nule. Toto se však nestane. Výsledný obraz totiž vytvoř́ı fraktálńı obrazec, který můžeme
vidět na obrázku 4.14. Na tomto obrázku je použita právě metoda obarvováńı pixel̊u podle
př́ıslušnosti bodu k určitému kořenu. Každá barva odpov́ıdá jednomu kořenu, podle toho jak
jsou k němu body přitahovány. Na obrázku opravdu vznikly tři oblasti, které jsou stejně
velké, ale hranice mezi tvoř́ı fraktálńı strukturu, pokud bychom totiž přibĺıžili obrázek
v oblasti přechodu, viděli bychom podobné obrazce p̊uvodńımu útvaru. To, že hranice tvoř́ı
fraktálńı strukturu znač́ı, že Newtonova iteračńı metoda, použitá na komplexńı rovnice, je
značně citlivá na počátečńı podmı́nky.
Ovšem nemuśıme se omezovat pouze na tuto jednu rovnici. Newtonovu metodu můžeme
použ́ıt i na jiné rovnice a výsledky budou také zaj́ımavé. S rostoućım počtem kořen̊u bude
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Obrázek 4.14: Newton̊uv fraktál
ve výsledném obrázku stále v́ıce barev. Možnost́ı je opravdu mnoho. Na obrázku 4.15 jsou
vidět př́ıklady pro r̊uzné polynomy.
Obrázek 4.15: Newtonovy fraktály pro r̊uzné polynomy
Barnsley
Barnsley ve své knize Fractals Everywhere uvedl tři nové fraktály. Tyto fraktály jsou v pod-
statě modifikaćı Mandelbrotovy množiny a ke každé z těchto modifikaćı existuje jej́ı Juliova
varianta. Původńı vzorec Mandelbrotovy množiny je změněn a je přidána podmı́nka pro
zp̊usob výpočtu.
V podmı́nce pro prvńı typ Barnsleyho fraktálu se vyskytuje reálná složka zn, což jsem
označil přidaným indexem r. Postup pro výpočet prvńıho typu Barnsleyho fraktálu, který
můžeme spolu s jednou z jeho Juliových variant vidět na obrázku 4.16, je zde:
Pokud zrn ≥ 0 pak
zn+1 = c ∗ (zn − 1)
Pokud zrn < 0 pak
zn+1 = c ∗ (zn + 1)
Druhá verze Barnsleyho fraktálu má oproti prvńı variantě jinou podmı́nku pro zvo-
leńı vzorce výpočtu. Zde se zohledňuj́ı i imaginárńı složky jak zn, tak c. Tuto imaginárńı
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Obrázek 4.16: Prvńı typ Barnsleyho fraktálu s jednou z jeho Juliových variant
složku jsem označil indexem i. Obrázek 4.17 ukazuje druhou verzi Barnsleyho fraktálu spolu
s jednou z jeho Juliových variant. Výpočet prob́ıhá takto:
Pokud znr ∗ ci + cr ∗ zni ≥ 0 pak
zn+1 = c ∗ (zn − 1)
Pokud znr ∗ ci + cr ∗ zni < 0 pak
zn+1 = c ∗ (zn + 1)
Obrázek 4.17: Druhý typ Barnsleyho fraktálu s jednou z jeho Juliových variant
Třet́ı fraktál, který Barnsley představil ve své knize má stejnou podmı́nku pro výběr
vzorce jako typ prvńı, ale má složitěǰśı výpočet daľśı iterace. Třet́ı typ Barnsleyho fraktálu
spolu s jednou ze svých Juliových variant je vidět na obrázku 4.18. Následuje postup
výpočtu:
Pokud zrn ≥ 0 pak
zn+1 = z2rn − z2in − 1 + i ∗ 2zrnzin
Pokud zrn < 0 pak
zn+1 = z2rn − z2in − 1 + crzrn + i ∗ (2zrnzin + cizrn)
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Obrázek 4.18: Třet́ı typ Barnsleyho fraktálu s jednou z jeho Juliových variant
Magnet
Daľśı typ dynamického systému v komplexńı rovině byl objeven při zkoumáńı magnetických
vlastnost́ı některých materiál̊u. Při studiu změny těchto materiál̊u z magnetických na ne-
magnetické. Pokud se na materiál pod́ıváme s velkým zvětšeńım, zjist́ıme, že se skládá
z elementárńıch magnet̊u. Když jsou tyto magnety uspořádané, pak je materiál magne-
tický, pokud magnety uspořádány nejsou, pak materiál magnetický neńı. To zda budou
elementárńı magnety uspořádány nebo nikoliv zálež́ı na teplotě materiálu. Při ńızkých tep-
lotách jsou elementárńı magnety uspořádány a materiál jako celek je magnetický, pokud je
však teplota materiálu vyšš́ı, pak elementárńı magnety uspořádány nejsou a materiál jako
celek tedy magnetický neńı. Ovšem uspořádanost či neuspořádanost neńı tak úplně jedno-
značná. I přitom když je materiál jako celek magnetický můžeme na něm naj́ıt mı́sta, kde
magnety uspořádány nejsou a naopak i přes to, že je materiál nemagnetický můžeme na něm
naj́ıt uspořádané skupiny elementárńıch magnet̊u. Magnetismus je tedy závislý na tom jak
se na materiál d́ıváme. Materiál měńı sv̊uj stav z magnetického na nemagnetický a naopak
při určité teplotě. Tato teplota se nazývá Curierova teplota a při této teplotě také nelze určit
zda je materiál magnetický nebo nikoliv. Při této teplotě také tvoř́ı elementárńı magnety
fraktálńı strukturu. Fraktály Magnet vznikly právě při studiu magnetických vlastnost́ı ma-
teriál̊u. Stejná fraktálńı struktura byla však nalezena i u změny skupenstv́ı látek. Obecně
existuj́ı tři skupenstv́ı látek a to pevné, kapalné a plynné, ale pokud budeme materiál
v pr̊uběhu změn sledovat podrobněji, zjist́ıme, že je jich daleko v́ıce. Fraktálńı strukturu
můžeme pozorovat opět při přechodech mezi jednotlivými stavy.
Prvńı verze dynamického systému s podivným atraktorem, který lež́ı v komplexńı ro-
vině se poč́ıtá a vykresluje podobně jako Mandelbrotova množina a podobně jako u Man-
delbrotovy množiny i zde existuj́ı Juliovy verze tohoto fraktálu. Každý bod v rastrovém
obrázku dostane určité komplexńı č́ıslo podle jeho souřadnic a testuje se u něj zda posloup-
nost s počátkem v tomto bodu vede ke konvergenci nebo divergenci a podle toho se mu
přǐrad́ı barva. Vzorec pro výpočet Magnetu je složitěǰśı než u Mandelbrotovy množiny. Také
podmı́nka divergence je jiná než u Mandelbrotovy množiny. Tam byla podmı́nka zn > 2,
zde se podmı́nka měńı na zn > 100 a v́ıce. Také je zde přidána podmı́nka pro zjǐstěńı kon-
vergence k fixńımu bodu. Výpočet prvńı verze fraktálu Magnet, který je spolu s jednou
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z jeho Juliových variant vidět na obrázku 4.19, je založen na následuj́ıćım vzorci:
zn+1 = (
z2n + (c− 1)
2zn + (c− 2)
)2
Obrázek 4.19: Prvńı typ fraktálu Magnet s jednou z jeho Juliových variant
Druhá verze fraktálu Magnet se poč́ıtá úplně stejně, ale s použit́ım jiného vztahu pro
výpočet daľśı iterace. Na obrázku 4.20 můžeme vidět druhou verzi fraktálu Magnet opět
s jednou z jeho Juliových variant. Vzorec pro výpočet je zde:
zn+1 = (
z3n + 3(c− 1)zn + (c− 1)(c− 2)
3z2n + 3(c− 2)zn + (c− 1)(c− 2) + 1
)2
Obrázek 4.20: Druhý typ fraktálu Magnet s jednou z jeho Juliových variant
Phoenix
Dynamický systém v komplexńı rovině nazvaný Phoenix se poprvé objevil v časopise IEEE
Transactions on Circuits and Systems. Vzorec, kterým se fraktál Phoenix poč́ıtá se skládá
ze dvou část́ı. Druhá část vzorce plńı v podstatě jen pomocnou funkci pro výpočet fraktálu.
Na počátku výpočtu zda bod patř́ı nebo nepatř́ı do množiny se nastav́ı hodnoty z0 na
na souřadnice poč́ıtaného bodu a hodnotu y0 na komplexńı nulu. Fraktál Phoenix a jednu
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z jeho Juliových variaćı lze vidět na obrázku 4.21. Vzorec pro výpočet dynamického systému
Phoenix vypadá následovně:
zn+1 = z2n + cr + ciyn
yn+1 = zn
Obrázek 4.21: Fraktál Phoenix s jednou z jeho Juliových variant
4.2 Systémy iterovaných funkćı
Pro systémy iterovaných funkćı se použ́ıvá zkratka IFS. Tato zkratka je odvozena z ang-
lického názvu Iterated Function System. Prvńımi vědci, kteř́ı se zabývali IFS byli Demko
a Barnsley, kteř́ı také jako prvńı vydali publikace o tomto typu fraktál̊u [2] a [3]. Systémy
iterovaných funkćı se vytvář́ı generativńı metodou. Těchto metod existuje v́ıce a budou
popsány dále v této práci. Systémy iterovaných funkćı jsou definovány sadou transfor-
maćı a každá z těchto transformaćı má určitou pravděpodobnost, že bude použita. Některé
základńı fraktály typu systému iterovaných funkćı jsou vidět na obrázku 4.22.
4.2.1 Využit́ı v poč́ıtačové grafice
Systémy iterovaných funkćı nacháźı nejedno uplatněńı v oboru poč́ıtačová grafika. Asi
nejvýznamněǰśı je fraktálńı komprimace rastrových obrázk̊u. Touto problematikou se zabýval
Michael Barnsley. Tato metoda je vhodná pro komprimaci rastrových obrázk̊u, na nichž
jsou zobrazeny reálné předměty. Každá transformace je definována osmi č́ısly, z nichž šest
č́ısel udává posun bodu a zbylá dvě č́ısla definuj́ı jas a kontrast. Metodu fraktálńı kompri-
mace použ́ıvá také grafický formát FIF. V porovnáńı např́ıklad s formátem JPEG dosahuje
stejných, většinou však lepš́ıch výsledk̊u z pohledu objemu dat a kvality výsledného obrazu.
Formát FIF se však moc nerozš́ı̌ril, protože fraktálńı komprimace, kterou tento formát
využ́ıvá, je výkonově náročný. Daľśım d̊uvodem proč formát FIF s fraktálovou kompreśı
neńı rozš́ı̌ren je fakt, že pan Barnsley a jeho spolupracovńıci si nechali metodu fraktálńı
komprese patentovat. To znamenalo zavedeńı poplatk̊u za použ́ıváńı formátu FIF a to vedlo
k výběru jiné metody pro kompresi rastrových dat. Velkou výhodou formátu FIF je možnost
zvětšeńı obrazu, aniž by byla vidět jakákoliv ztráta kvality, což o formátu JPEG rozhodně
ř́ıci nemůžeme.
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Obrázek 4.22: Základńı fraktály typu IFS
At’ už to byl Demko nebo Barnsley, oba ve svých publikaćıch vysvětlovali jak použ́ıvat
systémy iterovaných funkćı pro generováńı rastrových obraz̊u, které se dnes použ́ıvaj́ı i jako
textury v poč́ıtačových hrách. Dnes již existuje poměrně velké množstv́ı nástroj̊u pro
vytvářeńı rastrových obrázku pomoćı systému iterovaných funkćı. Tyto nástroje jsou bud’
jako samostatné programy, nebo mohou být ve formě nadstaveb na již existuj́ıćı grafické
programy.
V poč́ıtačové grafice se systémy iterovaných funkćı použ́ıvaj́ı také pro generováńı troj-
rozměrných objekt̊u. Pomoćı systémů iterovaných funkćı vygenerujeme body v prostoru,
které pak podle potřeby můžeme použ́ıt jako neorientované částice nebo jako orientované
plošky. Systémy iterovaných funkćı se použ́ıvaj́ı pro generováńı model̊u stromů, či jiných
rostlin, zde maj́ı systémy iterovaných funkćı dobré výsledky.
4.2.2 Algoritmus náhodné procházky
Algoritmus náhodné procházky patř́ı k nejjednodušš́ım zp̊usob̊um jak generovat systémy
iterovaných funkćı. Tento algoritmus spoč́ıvá v tom, že se zvoĺı určitý bod, v rovině nebo
v prostoru. Na tom, kde se tento počátečńı bod zvoĺı nezálež́ı, protože systém se po několika
transformaćıch dostane do svého atraktoru. Většinou se voĺı prvńı bod v počátku souřadnic.
Poté se na tento bod aplikuj́ı transformace, které jsou předem zadány. To, která transfor-
mace se použije je určeno náhodně podle pravděpodobnosti jakou má každá transformace
zadanou. Po provedeńı transformace se tento bod vykresĺı. Výsledný obraz se potom skládá
ze všech vygenerovaných bod̊u. Vzhledem k tomu, že pozice prvńıho bodu je zvolena libo-
volně nevykresluje se prvńıch pár transformaćı, protože nev́ıme zda se nacháźıme v atrak-
toru systému. Po prvńıch pár transformaćı se systém sám dostane do atraktoru a potom
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v něm již z̊ustane. Jelikož je výsledný fraktál tvořen z vygenerovaných bod̊u, je zapotřeb́ı
provést velké množstv́ı iteraćı. Č́ım větš́ı počet iteraćı, t́ım detailněǰśı bude výsledný obraz,
naopak pokud použijeme př́ılǐs málo iteraćı může se stát, že některé části fraktálu se v̊ubec
nevygeneruj́ı.
4.2.3 Deterministický algoritmus
Deterministický algoritmus se od algoritmu náhodné procházky odlǐsuje t́ım, že na vyge-
nerované body se aplikuj́ı všechny transformace, které jsou zadány. T́ım pádem se nemuśı
poč́ıtat s pravděpodobnostmi jednotlivých transformaćı a tento algoritmus, jak již název
napov́ıdá, je deterministický.
Deterministický algoritmus zač́ıná stejně jako algoritmus náhodné procházky zvoleńım
počátečńıho bodu. Tento bod můžeme opět zvolit libovolně a voĺı se bod v počátku souřadnic.
Poté se na tento bod aplikuj́ı postupně všechny transformace, které jsou zadány. Vznikne
tolik nových bod̊u, kolik je zadáno transformaćı. Poté se na všechny nově vzniklé body apli-
kuj́ı postupně všechny zadané transformace a takto se postupuje tolikrát, kolik je zadaný
počet iteraćı, které se maj́ı provést. Počet bod̊u, které jsou v každé iteraci vygenerovány
stoupá exponenciálně, proto neńı nutné provádět tolik iteraćı jako u algoritmu náhodné
procházky.
4.2.4 Upravený algoritmus náhodné procházky
Upravený algoritmus náhodné procházky se snaž́ı spojit základńı algoritmus náhodné pro-
cházky, ze kterého vycháźı, s deterministickým algoritmem. Postup generováńı touto me-
todou zač́ıná opět u zvoleńı počátečńıho bodu. Voĺı se opět libovolně, většinou v počátku
souřadnic. Oproti normálńımu algoritmu náhodné procházky se ovšem na tento bod apli-
kuj́ı všechny transformace, které jsou zadány. Mohlo by se zdát, že se tedy sṕı̌se jedná
o deterministický algoritmus, avšak pro výpočet daľśı iterace se nepoužij́ı všechny vygene-
rované. Zvoĺı se pouze některé, minimálně jeden, na kterých se opět uplatńı všechny trans-
formace postupně. Výběr bod̊u, na kterých se budou dále provádět zadané transformace se
dělá pomoćı pravděpodobnost́ı zadaných u jednotlivých transformaćı. Při tomto zp̊usobu
generováńı fraktálńıho obrazce se v jednom kroku vygeneruje v́ıce bod̊u než tomu bylo
u základńıho algoritmu náhodné procházky avšak jejich počet se nezvyšuje exponenciálně,
jak tomu bylo u deterministického algoritmu.
4.2.5 Algoritmus minima pixel̊u
Algoritmus minima pixel̊u využ́ıvá toho, že obraz, který generujeme se skládá z konečného
počtu pixel̊u. Nesnaž́ı se proto vygenerovat fraktál naprosto přesně, jak to dělaj́ı předchoźı
algoritmy a k čemu by byl potřeba nekonečný počet bod̊u a tud́ıž nekonečný čas pro výpočet.
Ve skutečnost je totiž možné vykreslit jen tu část fraktálu která je potřeba a která reprezen-
tuje fraktál s ohledem na rozlǐseńı co nejlépe. Tento algoritmus tedy pracuje př́ımo s pixely
a ne s bezrozměrnými body v ploše. Bezrozměrných bod̊u je totiž i v omezeném prostoru
nekonečně mnoho, protože at’ vezmeme jakékoliv dva tyto body, mezi nimi lež́ı nekonečně
mnoho bezrozměrných bod̊u, které maj́ı r̊uzné souřadnice. Pokud ovšem pracujeme s pixely,
pak se nám na omezenou plochu vejde omezený počet pixel̊u.
Algoritmus minima pixel̊u se lǐśı už v tom, že počátečńı bod, ze kterého budeme vycházet
se nevyb́ırá libovolně. Ke každé transformaci je nejprve dopočten počátečńı bod. Tyto
vypočtené body, jsou poté použity jako počátečńı body celého algoritmu. Na tyto body
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se postupně aplikuj́ı všechny transformace. Nově vzniklé body se porovnaj́ı s již vygene-
rovanými a pokud je daný pixel již obarvený, vygenerovaný bod se zahazuje. Pokud je
nově vygenerovaný bod na pixelu, který neńı obarvený, pak se obarv́ı a provád́ı se na něm
znovu všechny transformace. U tohoto zp̊usobu generováńı se neomezuje počet iteraćı, které
se maj́ı provést, protože výpočet skonč́ı jakmile se vyčerpaj́ı všechny body, na kterých se
maj́ı provádět transformace. Algoritmus je také deterministický, protože se provád́ı všechny
transformace na každý vygenerovaný bod, který je na neobarveném pixelu.
Výhodou tohoto algoritmu je tedy to, že každý pixel v obrázku bude obarven pouze
jednou a pokud jednou pixel takto obarv́ıme, už se pro něj podruhé nebudou poč́ıtat
žádné transformace. Z toho vyplývá, že tento algoritmus muśı skončit v konečném čase.
V nejhorš́ım př́ıpadě budeme pro každý pixel poč́ıtat všechny transformace, ale maximálně
jednou, takže se nemůže algoritmus dostat do smyčky. Nevýhodou tohoto algoritmu je
ovšem nutnost hledáńı zda nový vygenerovaný pixel neńı již obarvený. Na ploše by to nebyl
problém, avšak nově vygenerované pixely, pro které se maj́ı dále provádět transformace,
jsou uloženy ve frontě a jsou přeházeny v pořad́ı v jakém byly generovány, proto může
být hledáńı zdlouhavé. T́ım se doba výpočtu značně prodlouž́ı. Daľśı nevýhodou je to,
že nemůžeme generovat pouze určitou výseč fraktálu. Tento algoritmus totiž bude nutně
poč́ıtat i s pixely, které nejsou vidět. Tuto nevýhodu má i deterministický algoritmus.
4.2.6 Flame
Tento druh systémů iterovaných funkćı, jehož př́ıklady můžeme vidět na obrázku 4.23 se
od základńıch typ̊u lǐśı t́ım, že má některé funkce nav́ıc. Základńı algoritmus se použ́ıvá
stejný jako u základńıho typu a to algoritmus náhodné procházky. Kde se na bod aplikuje
náhodná transformace a výsledný bod je obarven v rastrovém obrázku. Rozd́ılem, který
odlǐsuje základńı systémy iterovaných funkćı od fraktál̊u Flame je použit́ı i nelineárńıch
transformaćı. U základńıho typu se použ́ıvali funkce pouze lineárńı. Dı́ky těmto transfor-
maćım vznikaj́ı graficky daleko zaj́ımavěǰśı útvary než u základńıho typu. Daľśım velkým
rozd́ılem je symetrie, kterou fraktály typu Flame použ́ıvaj́ı. Symetrii rozeznáváme dvou
typ̊u a to zrcadlovou a rotačńı. Symetrie můžeme dosáhnout prakticky dvěma zp̊usoby.
Prvńı zp̊usob spoč́ıvá v tom, že po vypočteńı souřadnic nového bodu se nevykresĺı pouze
jeden bod, ale několik bod̊u, které jsou zrcadlově nebo rotačně symetrické. Druhý zp̊usob
symetrie se zajist́ı už při výběru funkćı použitých pro výpočet nového bodu. Tento zp̊usob
je lepš́ı, protože nevytvář́ı zcela symetrický obraz, což vypadá př́ılǐs uměle. Symetrie je
z toho zp̊usobu na obrázku vidět, ale neńı úplně dokonalá. Funkce pro vytvořeńı symetrie
se vyb́ıraj́ı celkem snadno. Středová symetrie potřebuje funkci, která zajist́ı, aby se bod
orotoval kolem počátku souřadnic. Symetrie zrcadlová pak potřebuje funkci, se změnou
znaménka jedné z os souřadnic.
4.3 L-systémy
L-systémy jsou popsány pomoćı regulárńıch nebo bezkontextový gramatik. Na studiu těchto
fraktál̊u se největš́ı měrou pod́ıleli Aristid Lindenmayer a Przemyslav Prusinkiewicz. Název
tohoto systému je odvozen od programovaćıho jazyka LOGO. V tomto programovaćım
jazyce se dá pomoćı jednoduchých př́ıkaz̊u ovládat takzvaná želva, se kterou se daj́ı kreslit
obrazce složené z úseček. Tvorba L-systémů spoč́ıvá v přepisováńı řetěz̊u podle pravidel,
která jsou bud’ zadána předem nebo se mohou také měnit v pr̊uběhu vytvářeńı fraktálu.
Každému symbolu z řetězce je přǐrazen určitý geometrický význam. V př́ıpadě jazyka LOGO
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Obrázek 4.23: Fraktály typu Flame
jsou to př́ıkazy pro pohyb a otočeńı. Vytvářené obrazce začnou být zaj́ımavé po zavedeńı
rekurze, což odpov́ıdá iteraci. L-systémy se využ́ıvaj́ı pro generováńı př́ırodńıch útvar̊u, jako
jsou stromy nebo rostliny.
4.3.1 Cantorova množina
Cantorova množina je jedńım z v̊ubec nejjednodušš́ıch fraktál̊u. Při tvorbě tohoto fraktálu
se zač́ıná konstrukćı úsečky s jednotkovou délkou. Tato úsečka se poté rozděĺı na tři stejné
části. Prostředńı část úsečky se odebere, takže nám vzniknou dvě úsečky z nichž každá
má třetinovou délku oproti úsečce p̊uvodńı. V daľśım kroku se vezmou nově vzniklé úsečky
a aplikuje se na ně stejný postup. Takto se pokračuje nekonečněkrát. Poté co se provede
nekonečný počet iteraćı vzniknou izolované body. Takto vzniklý útvar však tvoř́ı pouze
část celého fraktálu. Abychom dostali celý fraktál je potřeba vzniklý obraz nekonečněkrát
zkoṕırovat na př́ımce, která má stejnou orientaci jako p̊uvodńı úsečka. Vzdálenost na př́ımce
mezi těmito kopiemi, při délce p̊uvodńı úsečky jedna, muśı být dva.
Pomoćı Cantorovy množiny bylo upozorněno na některé vlastnosti algebry a geometrie,
které se do té doby ignorovali. Cantorova množina je také d̊uležitá pro svoji jednoduchost,
protože se na ńı snadno vysvětluj́ı pojmy o fraktálech. Tuto množinu si lze také snadno
nakreslit pouze na paṕır, což by např́ıklad u mandelbrotovy množiny bylo nemožné.
Obrázek 4.24: Cantorova množina
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4.3.2 Kochova křivka
Pro vytvořeńı Kochovy křivky muśıme podobně jako u Cantorovy množiny vykreslit jed-
notkovou úsečku. Tuto úsečku následně rozděĺıme na tři stejné d́ıly. Prostředńı část této
rozdělené úsečky nahrad́ıme dvěma rameny rovnoramenného trojúhelńıku. Každé z ramen
má délku jako odstraněná část. Vzniklý obrazec, má tedy o třetinu větš́ı délku. N všechny
takto vzniklé části se znovu aplikuje rozděleńı a nahrazeńı za ramena. Postup vypadá jako
na obrázku 4.25.
Obrázek 4.25: Kochova křivka
Pokud změńıme počátečńı podmı́nku tak, aby se v prvńı iteraci vykreslil trojúhelńık
mı́sto př́ımky, vznikne nám Velice známá Kochova vločka, kterou můžeme vidět i na obrázku
4.26.
Obrázek 4.26: Kochova vločka
4.4 Stochastické fraktály
Fraktály stochastické vnášej́ı do generováńı náhodu. Tyto fraktály totiž nejsou tak úplně
soběpodobné, jsou totiž jen soběpř́ıbuzné. Při praktickém použit́ı na poč́ıtači se ovšem
náhoda muśı nahradit pouze pseudonáhodou, kterou můžeme na poč́ıtači źıskat. Stochas-
tické fraktály maj́ı ze všech fraktál̊u nejlepš́ı výsledky, při generováńı př́ırodńıch útvar̊u.
Pokud totiž vezmeme obrazy př́ırodńıch útvar̊u vygenerovaných pomoćı L-systémů nebo
systémů iterovaných funkćı, zjist́ıme, že výsledkem jsou symetrické stromy, či jiné rost-
liny. Ovšem pokud se pod́ıváme do př́ırody, neuvid́ıme ani jeden symetrický strom. Strom
v př́ırodě je nepravidelný, jeho větve dor̊ustaj́ı do rozd́ılných délek a š́ı̌rek. Proto zavád́ıme
do procesu generováńı fraktál̊u náhodu, která nám má věrněji simulovat např́ıklad r̊ust
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rostlin. Podle toho, jak náhodu zapoj́ıme do generováńı, nám vyjde výsledný obraz a také
se podle toho odv́ıj́ı Hausdorffova dimenze objektu. Pro generováńı č́ısel na poč́ıtač́ıch se
použ́ıvaj́ı generátory pseudonáhodných č́ısel.
4.4.1 Brown̊uv pohyb
Pokud bychom simulovali Brown̊uv pohyb, vytvářeli bychom t́ım fraktálńı obrazec. Brown̊uv
pohyb je jev, při kterém jsou částečky nějaké hmoty, pevné, kapalné nebo plynné, roznášeny
postupně v jiné hmotě. Např́ıklad pokud bychom sledovali jak se navzájem promı́chávaj́ı dvě
r̊uzně barevné kapaliny nalité do jedné sklenice. Členitost a Hausdorffovu dimenzi můžeme
upravovat změnou absolutńı velikosti změny. Simulace Brownova pohybu se použ́ıvá při
vytvářeńı model̊u např́ıklad řek. Tato metoda neńı př́ılǐs vhodná pro generováńı troj-
rozměrných model̊u, protože výsledný model se skládá z izolovaných bod̊u a grafické vy-
baveńı dnešńıch poč́ıtač̊u je uzp̊usobené pro práci s polygony. Fraktál vygenerovaný touto
metodou je vidět na obrázku 4.27
Obrázek 4.27: Stochastický fraktál vytvořený simulaćı Brownova pohybu
4.4.2 Posun středńıho bodu
Metoda posunu středńıho bodu, která se dá použ́ıt jak na plochu tak na prostor, je velmi
rozš́ı̌renou metodou. Tato metoda se s úspěchem použ́ıvá v poč́ıtačové grafice pro ge-
nerováńı př́ırodńı krajiny. To jaký typ krajiny bude vygenerován lze měnit maximálńı
možnou odchylkou při posunu středńıho bodu. Můžeme generovat krajinu od rovinaté až
po skalńı útvary. Maximálńı odchylka středńıho bodu nám také měńı Hausdorffovu dimenzi
výsledného útvaru.
4.4.3 Spektrálńı analýza
Daľśı druh stochastických fraktál̊u je založen na výpočtu Fourierovy řady. Při spektrálńı
analýze se náhodně vygeneruj́ı Fourierovy obrazy, jejichž spektrálńı hustota odpov́ıdá Haus-
dorffově dimenzi. Poté se provede inverzńı Fourierova transformace na vygenerované koefici-
enty. Výsledkem tohoto postupu je fraktálńı obrazec. Touto metodou se daj́ı generovat opět
krajiny všech r̊uzných tvar̊u. Výhodou této metody je možnost př́ımého určováńı Hausdor-





Fractint je jedńım z nejznáměǰśıch programů, které zobrazuj́ı fraktály. Obsahuje v sobě
velké množstv́ı r̊uzných typ̊u fraktál̊u. Výsledný obraz lze nastavit množstv́ım nastaveńı.
Výhodou tohoto programu je, že pracuje s celými č́ısly, ne jako většina programů tohoto
typ̊u, které pracuj́ı s č́ısly v plovoućı řádové čárce. To znamená, že neńı potřeba speci-
alizovaný koprocesor pro prováděńı operaćı v plovoućı řádové čárce. Zobrazuje fraktály
dvourozměrné a také některé trojrozměrné. Fractint má r̊uzná nastaveńı pro mnoho gra-
fických adaptér̊u. Tento program p̊uvodně vytvořil Bert Tyler, ale do dnešńı doby se na
tomto programu pod́ılelo již mnoho lid́ı. Program je freeware.
5.2 Fractal eXtreme
Program Fractal eXtreme použ́ıvá při vykreslováńı v́ıcepr̊uchodovou metodu, která umož-
ňuje i pro pomaleǰśı poč́ıtače prozkoumávat fraktály. Zobrazuj́ı se totiž stále přesněǰśı apro-
ximace vybraného fraktálu. Tato aplikace použ́ıvá okna pro zobrazováńı fraktál̊u a proto je
možné zobrazovat v́ıce fraktál̊u najednou. Je zde možnost vytvářeńı vlastńıch palet pomoćı
vestavěného editoru. Lze tvořit animace pr̊uletu jednotlivými fraktály. Fractal eXtreme má
podporu pro v́ıce procesor̊u. Tento program je placený. Ukázka z programu Fractal eXtreme
je na obrázku 5.1.
5.3 XaoS
Program XaoS je velice dobře optimalizovaná a přibližováńı ve fraktálu je plynulé. Program
v sobě obsahuje výukové animace, které podávaj́ı vysvětleńı jak o vlastnostech fraktál̊u, tak
demonstruj́ı možnosti programu. Program má široký výběr fraktál̊u, které může vykreslit.
XaoS umožňuje úpravu fraktálu poté co byl vygenerován, např́ıklad pseudo-3D projekce
nebo antialiasing. XaoS má také velké množstv́ı obarvovaćıch metod jak pro pixely které
jsou uvnitř fraktálu, tak pro pixely, které do fraktálu nepatř́ı. Z programu se mohou ukládat
obrázky s vytvořenými fraktály. Také se dá uložit př́ımo nastaveńı fraktálu a později ho
vyvolat. Je možnost také ukládat animace pr̊uletu fraktálem. XaoS je multiplatformńı.
Ukázka programu XaoS je vidět na obrázku 5.2.
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Obrázek 5.1: Ukázka programu Fractal eXtreme




Aplikace, kterou jsem vytvořil, demonstruje některé typy fraktálńıch obrazc̊u. V této apli-
kaci je možné interaktivně měnit nastav́ı parametr̊u zobrazovaného fraktálu. Měnit lze ma-
ximálńı počet iteraćı, které se maj́ı vykonat, dále pak můžeme změnit obarveńı fraktál̊u. Dá
se změnit sada použitých barev, v programu je to nazváno barvová paleta, ale také se dá
změnit styl obarvováńı jednotlivých fraktál̊u. Barvové palety se daj́ı měnit u všech fraktál̊u
a styly obarvováńı jsou r̊uzné pro r̊uzné typy fraktál̊u. Dále se u většiny fraktál̊u může
měnit podtyp, u Mandelbrotovy množiny se mı́sto typu měńı mocnina zn ve výpočtu to-
hoto fraktálu. U typ̊u fraktál̊u, které maj́ı sobě odpov́ıdaj́ıćı Juliovy varianty se dá zobrazit
i takto jejich možnost. U základńıch typ̊u fraktál̊u systémů iterovaných funkćı a u fraktál̊u
Flame je možnost ovlivněńı barev ještě nav́ıc v povolováńı či zakazováńı určité barevné
složky a také ve změně barevného př́ır̊ustku. Daľśı možnost́ı jak interaktivně ovlivnit gra-
fický výsledek je přibližováńı a oddalováńı.
Tato aplikace je vytvořena v programovaćım jazyce C++ s použit́ım knihovny Qt. Tato
knihovna umožňuje dělat multiplatformńı software, takže tento program je možné přeložit
a spustit i na linuxu. Pro přeložeńı tohoto programu je nutné mı́t nainstalovánu knihovnu
Qt verze 4.0 a vyšš́ı. Tento program využ́ıvá OpenGL prostřed́ı, které je v knihovně Qt
poskytováno. Fraktálńı obrazce se při výpočtu ukládaj́ı do takzvané pixmapy, která se po
skončeńı výpočtu vykresĺı. Výpočty fraktál̊u mohou být časově velmi náročné, obzvláště
při zadáńı větš́ıho počtu iteraćı. Dokud je aplikace spuštěna, pak si každá záložková karta
pamatuje svoje nastaveńı zvlášt’. Při změně podtypu fraktálu se nastaveńı karty neměńı,
pouze se nově vykreslovaný podtyp zobraźı v základńı poloze se základńım přibĺıžeńım.
Stejně tak je tomu při zobrazeńı Juliových variant. Vygenerované obrázky lze uložit do
grafického formátu targa. Nastaveńı pro výpočet a vykreslováńı fraktál̊u je uděláno v sa-
mostatném okně, které lze přichytit k oknu, kam se vykresluje, což je nastaveno od spuštěńı
program, dále lze okno uvolnit a pohybovat s ńım nezávisle na vykreslovaćım okně, toto je
vidět na obrázku 6.1, a také lze toto okno s nastaveńı úplně schovat.
Při výpočtu složitěǰśıho obrazce se může stát, že poč́ıtač přestane reagovat. Je to proto,
že je zaměstnán výpočtem fraktálu, v tom př́ıpadě se muśı počkat než celý výpočet do-
konč́ı. Proto doporučuji jakékoliv změny fraktál̊u: změna měř́ıtka, barev a podobně, dělat
s nastaveným malým počtem iteraćı a až poté iterace zvýšit pro lepš́ı kvalitu. Také pokud
je schovaná část okna a chceme jej posunout na obrazovku, pak při posouváńı muśı fraktál
překreslovat a pokud je nastaven větš́ı počet iteraćı může to zp̊usobit, že poč́ıtač nebude
na chv́ıli odpov́ıdat. Program je dělaný pro rozlǐseńı nejméně 1024x768.
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Obrázek 6.1: Aplikace a volné okno s nastaveńım
6.1 Zoom
Všechny fraktálńı obrazce, které tato aplikace nab́ıźı lze přibližovat a oddalovat. Přibližováńı
je nastaveno na levé tlač́ıtko myši. Funguje tak, že pokud klikneme kamkoliv do okna
s fraktálem, pak se jako nový střed zobrazeńı vezme bod, na který bylo kliknuto a obraz
se zvětš́ı o 10%. To samé plat́ı o oddalováńı, které je nastaveno na pravé tlač́ıtko myši,
akorát se po přesunut́ı na nový střed zobrazeńı obraz oddáĺı rovněž o 10%. Po zmáčknut́ı
prostředńıho tlač́ıtka myši se obraz vrát́ı na p̊uvodńı zvětšeńı a pozici.
6.2 Juliova varianta
Některé fraktály maj́ı svoje Juliovy varianty. Zobrazeńı těchto variant lze dosáhnout zatrh-
nut́ı poĺıčka Julia. Po zaškrtnut́ı tohoto poĺıčka se okno programu rozš́ı̌ŕı o daľśı pixmapu.
Na levé polovině je vidět Mandelbrotova verze a v pravé části je Juliova verze. Mandel-
brotova verze je zobrazena proto, že je mapou všech Juliových verźı fraktálu. Proto pokud
klikneme na levé tlač́ıtko myši v levé p̊ulce okna změńıme t́ım parametry pro výpočet Juli-
ovy verze a ta se změńı podle nově nastavených parametr̊u. Na pravé polovině okna funguje
přibližováńı jak je uvedeno výše. Jak vypadá demonstračńı aplikace se zapnutou Juliovou
variantou je vidět na obrázku 6.2.
Obrázek 6.2: Aplikace se zapnutou Juliovou variantou
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6.3 Počet iteraćı
Pro všechny fraktály lze stanovit hranici počtu iteraćı, které se maj́ı pro výpočet fraktálu
provést. Tento parametr nejv́ıce ovlivňuje dobu výpočtu fraktálu. Proto doporučuji provádět
veškeré změny fraktálu při ńızkých hodnotách maximálńıho počtu iteraćı a až po nastaveńı
všech ostatńıch možnost́ı zvětšovat počet iteraćı.
6.4 Podtyp
U většiny fraktálu lze měnit jejich podtyp. U fraktál̊u v komplexńı rovině, tedy Mandelbrot,
Barnsley, Magnet a Newton znamená změna podtypu úpravu vzorce pro výpočet fraktálu.
U IFS a Flame znamená změna podtypu použit́ı jiných transformaćı. U Mandelbrotovy
množiny je výběr podtypu nahrazen zvoleńım mocniny pro zn pro výpočet fraktálu. Výběr
typu je vidět na obrázku 6.3.
Obrázek 6.3: Aplikace a výběr podtypu
6.5 Barvy
Ovlivňováńı barev lze v aplikace dělat r̊uznými zp̊usoby. Lze bud’to měnit barvové palety,
které použij́ı dále lze měnit styl obarvováńı a u IFS a Flame fraktál̊u lze měnit jednotlivé
barevné složky. Různé nastaveńı barev u fraktál̊u je vidět na obrázku 6.4.
Barvové palety v podstatě měńı sadu barev, která se má použ́ıt při vykreslováńı fraktálu.
Palety jsou pro všechny fraktály stejné.
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Obarveńı podle počtu iteraćı je nejpouž́ıvaněǰśı metodou. Barva z barvové palety se
vybere podle iterace v jaké se rozhodlo o tom, že bod do fraktálu nepatř́ı.
Zbarveńı podle reálné složky orbitu a podle imaginárńı složky orbitu se dosáhne tak,
že po skončeńı všech iteraćı se podle reálné respektive imaginárńı složky vybere z barvové
palety př́ıslušná barva.
Obarveńı podle hodnoty orbitu znamená, že po proběhnut́ı maximálńıho počtu iteraćı se
spoč́ıtá |zn| a podle ńı se z vybrané barvové palety vybere př́ıslušná barva.
Barva podle pod́ılu reálné a imaginárńı složky orbitu se źıská po provedeńı všech iteraćı
poděleńım reálné a imaginárńı složky orbitu zrnzin a poté se podle výsledku vybere z barvové
palety př́ıslušná barva.
Barva podle úhlu orbitu se źıská vypočteńım arctan zrnzin po provedeńı všech iteraćı
výpočtu. Podle úhlu se následně z barvové palety vybere př́ıslušná barva.
Obarveńı podle př́ıslušnosti ke kořenu se podle toho k jakému kořenu systém dojde při
výpočtu toho určitého bodu. Pro tento typ obarveńı jsou pevně stanoveny barvy, proto na
ně nefunguje změna barvové palety.
Zvoleńı barvy podle počtu iteraćı i př́ıslušnosti ke kořenu se dělá tak, že se vybere barva
podle iterace, ve které výpočet skončil a poté se tato barva ještě uprav́ı podle toho k jakému
kořenu výpočet došel.
Plošný histogram je metoda obarveńı taková, při které se barva na pixelu, na jehož
souřadnice se bod vygeneroval, zesvětĺı. Výsledný obrazec je tedy světleǰśı na těch mı́stech
kam se častěji generuj́ı body.
Obarveńı podle transformace znamená, že bod je obarven podle toho, která transformace
na něj byla použita.
Plošný histogram podle transformace je metoda, která kombinuje předešlé zp̊usoby. Opět
je zobrazován plošný histogram, ovšem barva, která se zesvětluje je vybrána podle použité
transformace.
U některých typ̊u obarveńı lze povolovat a zakazovat r̊uzné složky barev. T́ımto lze určit,
které barevné složky se budou pod́ılet na výsledné barvě.
Změnou př́ır̊ustk̊u barev lze definovat o kolik se pixel zesvětĺı při tvorbě plošného histo-
gramu.




Ćılem této práce bylo vysvětlit základńı pojmy z fraktálńı geometrie, které jsem později
použil pro podrobněǰśı popis jednotlivých fraktálńıch obrazc̊u. V mé bakalářské práci jsem
také uvedl v jakých vědńıch discipĺınách je možné se s fraktály setkat a kde je možné fraktály
použ́ıt. Asi největš́ı uplatněńı maj́ı fraktály v poč́ıtačové grafice.
Daľśım tématem uvedeným v této práci je fraktálńı historie. Tam jsem mimo jiné uvedl,
že fraktálńı geometrie jako vědńı discipĺına je velmi mladý obor, který se stále ještě rozv́ıj́ı.
Z významných osobnost́ı, které se zabývaly fraktály bych vyzdvihl Mandelbrota, který je
považován za objevitele fraktál̊u a t́ım také zakladatele vědy o fraktálech.
V nejobsáhleǰśı části této práce se zabývám jednotlivými typy fraktál̊u. Nejzákladněǰśı
rozděleńı fraktálu je do čtyř skupin. Tyto skupiny se od sebe lǐśı zp̊usobem, jakým se jed-
notlivé typy fraktál̊u vytvářej́ı. U každého typu se dále zabývám podrobněǰśım rozděleńım
a jejich vlastnostmi. V této části jsem také uvedl př́ıklady některých fraktál̊u, které repre-
zentuj́ı jednotlivé typy popsané v této kapitole.
Daľśı část mé bakalářské práce je věnována programům, pomoćı nichž se daj́ı vykres-
lovat fraktálńı obrazce. Existuje již velké množstv́ı programů pro práci s fraktály. Některé
programy jsou vytvořeny jen za účelem vizualizace a úpravy fraktálńıch obrazc̊u. Tyto pro-
gramy plńı pouze estetickou funkci. Ovšem existuj́ı i programy, které se použ́ıvaj́ı pro tvorbu
model̊u nebo textur. Př́ıklady některých nejpouž́ıvaněǰśıch programů jsem uvedl i ve své
práci.
Výsledkem mé bakalářské práce je také demonstračńı aplikace, která umožňuje vykres-
lovat některé fraktály. Jsou to vybrané fraktály z těch, které jsou popsané v této práci.
U fraktál̊u, které maj́ı svoje Juliovy varianty, je možné vykreslit i tyto jejich varianty.
Implementovaným fraktál̊um lze měnit některé vlastnosti a barevné provedeńı. Výsledný
obrázek vygenerovaný touto aplikaćı lze uložit na disk.
Prostor pro budoućı vývoj této práce vid́ım v prozkoumáváńı daľśıch typ̊u fraktál̊u.
V této práci jsem se zabýval předevš́ım jednorozměrnými a dvourozměrnými fraktály, proto
bych dále vyzkoušel fraktály v́ıcerozměrné. Daľśı možnost́ı by bylo vytvářeńı trojrozměrných
model̊u fraktál̊u, které by se dali použ́ıt i v jiných aplikaćıch. Dále je možné do aplikace
přidělat v́ıce možnost́ı obarvováńı a nastaveńı v́ıce parametr̊u, kterými se ovlivňuje výsledný
vygenerovaný obrazec. Vytvářeńı animaćı z přibližováńı, oddalováńı a pohybu po fraktálu
je daľśım možným budoućım vylepšeńım demonstračńı aplikace.
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